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1Département d’informatique et de génie logiciel, Université Laval, Québec, Canada
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Preuve détaillée du Théorème 3

Nous rappelons le th. 3

Théorème 3. Pour toutes marginales DS et DT sur
X, pour tout espace d’hypothèses H, pour toute distri-
bution prior π sur H, pour tout δ ∈ (0, 1], avec une
probabilité d’au moins 1− δ sur le choix de S×T ∼
(DS×DT )m

′
, pour toute distribution ρ sur H, on a,

disρ(DS , DT )

≤ 2α

1−e−2α

[
disρ(S, T )+

2KL(ρ‖π)+ln 2
δ

m× α
+1

]
−1,

où disρ(S, T ) est le désaccord empirique.

Démonstration. Tout d’abord, nous bornons :

d(1)
def
= E

h,h′∼ρ2
[RDS (h, h′)−RDT (h, h′)] .

Pour cela, nous considérons un classifieur “abstrait”

ĥ
def
= (h, h′) ∈ H2 choisi selon une distribution ρ̂,

telle que ρ̂(ĥ) = ρ(h)ρ(h′). Notons qu’avec π̂(ĥ) =
π(h)π(h′), on obtient KL(ρ̂‖π̂) = 2KL(ρ‖π). En effet :

KL(ρ̂‖π̂) = E
h,h′∼ρ2

ln
ρ(h)ρ(h′)

π(h)π(h′)

= E
h∼ρ

ln
ρ(h)

π(h)
+ E
h′∼ρ

ln
ρ(h′)

π(h′)

= 2 E
h∼ρ

ln
ρ(h)

π(h)
= 2KL(ρ‖π). (8)

Nous définissons la fonction perte “abstraite” de ĥ sur
une paire d’exemples (xs,xt) ∼ (DS ×DT ) par :

`d(1)(ĥ,x
s,xt)

def
=

1 + `0-1(h(x
s), h′(xs))− `0-1(h(x

t), h′(xt))

2
.

Le risque “abstrait” de ĥ sur la distribution jointe est

défini par : R
(1)
DS×T

(ĥ) = E
xs∼DS

E
xt∼DT

`d(1)(ĥ,x
s,xt).

Ainsi, le risque du classifieur de Gibbs associé à cette
perte est :

R
(1)
DS×T

(Gρ̂) = E
ĥ∼ρ̂

R
(1)
DS×T

(ĥ).

Les versions empiriques de ces deux quantités sont :

R
(1)
S×T (ĥ) = E

(xs,xt)∼S×T
`d(1)(ĥ,x

s,xt),

et
R

(1)
S×T (Gρ̂) = E

ĥ∼ρ̂
R

(1)
S×T (ĥ).

Puis que `d(1) retourne des valeurs entre [0, 1], on peut

borner R
(1)
DS×T

(Gρ̂) en suivant le principe de la preuve

du th. 2 (avec c = 2α). Pour ce faire, nous définissons
la fonction convexe

F(p)
def
= − ln [1− (1− exp (−2α)) p] ,

et nous considérons la variable aléatoire non négative
suivante :

E
ĥ∼ρ̂

e
m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR(1)
S×T (ĥ)

)
.

Nous appliquons ensuite l’inégalité de Markov (voir le
th. 9). Pour tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au
moins 1− δ sur le choix de S×T ∼ (DS×T )m, on a :

E
ĥ∼ρ̂

e

[
m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR(1)
S×T (ĥ)

)]

≤ 1

δ
E

S×T∼(DS×T )m
E
ĥ∼ρ̂

e

[
m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR(1)
S×T (ĥ)

)]
.
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En prenant le logarithme de chaque côté de l’inégalité,
pour tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au moins
1 − δ sur le choix de S×T ∼ (DS×T )m, et pour toute
distribution posterior ρ̂, on a :

ln

[
E
ĥ∼ρ̂

π̂(ĥ)

ρ̂(ĥ)
e
m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR(1)
S×T (ĥ)

)]

≤ ln

[
1

δ
E

S×T∼(DS×T )m
E
ĥ∼ρ̂

e
m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR(1)
S×T (ĥ)

)]
.

Le choix de F implique :

E
S×T∼(DS×T )m

E
ĥ∼ρ̂

e
m

(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR
(1)
S×T (ĥ)

)

= E
ĥ∼ρ̂

e
mF(R

(1)
DS×T

(ĥ))
E

S×T∼(DS×T )m
e−2mαR

(1)
S×T (ĥ)

= E
ĥ∼ρ̂

e
mF(R

(1)
DS×T

(ĥ))
m∑
k=0

Pr
S×T∼(DS×T )m

(
R

(1)
S×T (ĥ) =

k
m

)
e−2αk

= E
ĥ∼ρ̂

e
mF(R

(1)
DS×T

(ĥ))
m∑
k=0

(
m
k

)(
R

(1)
S×T (ĥ)

)k(
1−R

(1)
S×T (ĥ)

)m−k
e−2αk

= E
ĥ∼ρ̂

e
mF(R

(1)
DS×T

(ĥ))
m∑
k=0

(
m
k

)(
R

(1)
S×T (ĥ)e

−2α)k(1−R
(1)
S×T (ĥ)

)m−k
= E
ĥ∼ρ̂

e
mF(R

(1)
DS×T

(ĥ))
[
R

(1)
S×T (ĥ)e

−2α +
(
1−R

(1)
S×T (ĥ)

)]m
= E

ĥ∼ρ̂
1

= 1 .

On a :

ln

[
E
ĥ∼ρ̂

π̂(ĥ)

ρ̂(ĥ)
e
m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR(1)
S×T (ĥ)

)]
≤ ln

1

δ
.

On insère KL(ρ‖π) dans la partie gauche de l’inégalité
précédente et on trouve une borne inférieure en appli-
quant deux fois l’inégalité de Jensen (voir th. 10) : tout
d’abord sur la fonction logarithme (concave), puis sur
la fonction convexe F . On obtient :

ln

[
E
ĥ∼ρ̂

π̂(ĥ)

ρ̂(ĥ)
e
m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR(1)
S×T (ĥ)

)]

= ln

[
E
ĥ∼ρ̂

e
m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))−2αR(1)
S×T (ĥ)

)]
− 2KL(ρ‖π)

≥ E
ĥ∼ρ̂

m
(
F(R

(1)
DS×T

(ĥ))− 2αR
(1)
S×T (ĥ)

)
− 2KL(ρ‖π)

≥ mF( E
ĥ∼ρ̂

R
(1)
DS×T

(ĥ))− 2mα E
ĥ∼ρ̂

R
(1)
S×T (ĥ)− 2KL(ρ‖π)

= mF(R
(1)
DS×T

(Gρ̂))− 2mαR
(1)
S×T (Gρ̂)− 2KL(ρ‖π).

On a :

F(R
(1)
DS×T

(Gρ̂)) ≤ 2αR
(1)
S×T (Gρ̂) +

2KL(ρ‖π) + ln 1
δ

m

⇔ R
(1)
DS×T

(Gρ̂) ≤
1

1− e−2α

[
1− e

−
(
2αR

(1)
S×T (Gρ̂)+

2KL(ρ‖π)+ln 1
δ

m

)]
,

puis l’inégalité 1− e−x ≤ x, donne :

R
(1)
DS×T

(Gρ̂) ≤
1

1− e−2α

[
2αR

(1)
S×T (Gρ̂) +

2KL(ρ‖π) + ln 1
δ

m

]
.

Ainsi, puisque d(1) = 2R
(1)
DS×T

(Gρ̂) − 1, on obtient une

borne sur d(1) à partir de son estimation empirique

(notée d
(1)
S × T ), Nous obtenons donc avec une probabilité

d’au moins 1− δ
2 sur le choix de S×T ∼ (DS ×DT )m,

d(1) + 1

2
≤ 2α

1− e−2α

[
d
(1)
S × T + 1

2
+

2KL(ρ‖π) + ln 1
δ

m× 2α

]
,

Ensuite, nous bornons d(2)
def
=

E
h,h′∼ρ2

[RDT (h, h′)−RDS (h, h′)] en utilisant la

même méthode :

d(2) + 1

2
≤ 2α

1− e−2α

[
d
(2)
S × T + 1

2
+

2KL(ρ‖π) + ln 1
δ

m× 2α

]
.

Notons que |d(1)| = |d(2)| = disρ(DS , DT ) et

|d(1)S × T | = |d(2)S × T | = disρ(S, T ). Ainsi, la borne sur
disρ(DS , DT ) est obtenue en prenant le maximum de
la borne sur d(1) et de la borne d(2). Finalement en ap-
pliquant la borne de l’union, avec une probabilité d’au
moins 1− δ sur le choix de S×T ∼ (DS ×DT )m, on a

|d(1)|+ 1

2
≤ α

1− e−2α

[
|d(1)S × T |+1+

2KL(ρ‖π) + ln 2
δ

m× α

]
.

Bornes PAC-Bayésienne si m 6= m′

Nous rappelons tout d’abord la borne PAC-
Bayésienne proposée par [McA03], énoncée sans terme
de contrôle du compromis complexité/risque.

Théorème 6 ([McA03]). Pour tout PS sur X × Y ,
pour tout ensemble H, et pour toute distribution prior
π sur H, pour tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au
moins 1 − δ sur le choix de S ∼ (PS)m, pour toute
distribution posterior ρ sure H, on a∣∣∣RPS (Gρ)−RS(Gρ)

∣∣∣≤
√

2

m

[
KL(ρ ‖π)+ln

2
√
m

δ

]
.
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Nous pouvons maintenant prouver la borne de
consistance suivante pour disρ(DS ,DT ), pour le cas
m 6= m′.

Théorème 7. Pour toute distribution marginale DS

et DT sur X, pour tout ensemble H, pour toute dis-
tribution prior π sur H, pour tout δ ∈ (0, 1], avec une
probabilité d’au moins 1−δ sur le choix de S ∼ (DS)m

et T ∼ (DT )m
′
, pour toute distribution posterior ρ sur

H, on a :∣∣∣disρ(DS ,DT )−disρ(S, T )
∣∣∣≤
√

2

m

[
2KL(ρ‖π)+ln

4
√
m

δ

]

+

√√√√ 2

m′

[
2KL(ρ‖π)+ln

4
√
m′

δ

]
.

Démonstration. Considérons la variable aléatoire non
négative :

E
h,h′∼π

exp
(m

2
(RDS (h, h′)−RS(h, h′))2

)
.

On applique l’inégalité de Markov (voir th. 9), pour
tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au moins 1 − δ
sur le choix de S ∼ (DS)m, on a :

E
h,h′∼π2

e(m2 (RDS (h,h
′)−RS(h,h′))2)

≤ 1

δ
E

S∼(DS)m
E

h,h′∼π2
e(m2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2).

En prenant le logarithme de chaque côté de cette
inégalité, pour tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au
moins 1− δ sur le choix S ∼ (DS)m et pour toute dis-
tribution ρ, on a :

ln

[
E

h,h′∼ρ2
ρ(h)ρ(h′)

π(h)π(h′)
e(m2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2)
]

≤ ln

[
1

δ
E

S∼(DS)m
E

h,h′∼π2
e(m2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2)
]
.

Puis que ln(·) est une fonction concave, on applique
l’inégalité de Jensen (voir th. 10). Ainsi, pour tout δ ∈
(0, 1], avec une probabilité d’au moins 1−δ sur le choix
S ∼ (DS)m et pour toute distribution ρ, on a :

E
h,h′∼ρ2

ln

[
ρ(h)ρ(h′)

π(h)π(h′)
e(m2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2)
]

≤ ln

[
1

δ
E

S∼(DS)m
E

h,h′∼π2
e(m2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2)
]
.

D’après les propriétés de la KL-divergence (éq. (8)), on
a :

E
h,h′∼ρ2

ln
ρ(h)ρ(h′)

π(h)π(h′)
= 2KL(ρ‖π).

Ainsi :

E
h,h′∼ρ2

ln

[
π(h)π(h′)

ρ(h)ρ(h′)

]
= −2KL(ρ‖π).

Pour tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au moins
1−δ sur le choix S ∼ (DS)m et pour toute distribution
ρ, on a :

− 2KL(ρ‖π) + E
h,h′∼ρ2

(m
2

(RDS (h, h′)−RS(h, h′))2
)

≤ ln

[
1

δ
E

S∼(DS)m
E

h,h′∼π2
e(m2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2)
]
.

Puisque 2(a−b)2 est une fonction convexe, on applique
encore une fois l’inégalité de Jensen :(

E
h,h′∼ρ2

(RDS (h, h′)−RS(h, h′))

)2

≤ E
h,h′∼ρ2

(RDS (h, h′)−RS(h, h′))2.

Donc pour tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au
moins 1 − δ sur le choix S ∼ (DS)m et pour toute
distribution ρ, on a :

m

(
E

h,h′∼ρ2
RDS (h, h′)− E

h,h′∼ρ2
RS(h, h′)

)2

≤ 2KL(ρ‖π) + ln

[
1

δ
E

S∼(DS)m
E

h,h′∼π2
e(m2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2)
]
.

Il ne reste plus qu’à borner :

ln

[
1

δ
E

S∼(DS)m
E

h,h′∼π2
e(m2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2)
]
.

On a :

E
S∼(DS)m

E
h,h′∼π2

e
m
2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2

= E
h,h′∼π2

E
S∼(DS)m

e
m
2 (RDS (h,h

′)−RS(h,h′))2 (9)

≤ E
h,h′∼π2

E
S∼(DS)m

e
m
4 kl(RDS (h,h

′)‖RS(h,h′)) (10)

≤
√
m. (11)

La ligne (9) provient de l’indépendance entre DS et ρ.
L’inégalité 2(q − p)2 ≤ kl(q‖p) pour tout p, q ∈ [0, 1]
implique la ligne (10). La dernière ligne (11) est due au
lemme de Maurer (voir lem. 1).
Ainsi, pour tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au
moins 1 − δ sur le choix S ∼ (DS)m et pour toute
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distribution ρ, on a :

m

2

(
E

h,h′∼ρ2
RDS (h, h′)− E

h,h′∼ρ2
RS(h, h′)

)2

≤ 2KL(ρ‖π) + ln
2
√
m

δ

⇔
(

E
h,h′∼ρ2

RDS (h, h′)− E
h,h′∼ρ2

RS(h, h′)

)2

≤ 2

m

[
2KL(ρ‖π) + ln

2
√
m

δ

]
⇔
∣∣∣∣ E
h,h′∼ρ2

RDS (h, h′)− E
h,h′∼ρ2

RS(h, h′)

∣∣∣∣
≤

√
2

m

[
2KL(ρ‖π) + ln

2
√
m

δ

]
. (12)

En suivant le même principe de preuve, on borne∣∣∣∣ E
h,h′∼ρ2

RDT (h, h′)− E
h,h′∼ρ2

RT (h, h′)

∣∣∣∣ .
Pour tout δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au moins
1−δ sur le choix S ∼ (DS)m et pour toute distribution
ρ, on a : ∣∣∣∣ E

h,h′∼ρ2
RDT (h, h′)− E

h,h′∼ρ2
RT (h, h′)

∣∣∣∣
≤

√√√√ 2

m′

[
KL(ρ‖π) + ln

2
√
m′

δ

]
. (13)

On remplace δ par δ
2 dans les Inégalités (12) et (13).

Puis en appliquant la borne de l’union, les deux
résultats sont vrais simultanément avec une probabilité
d’au moins 1− δ, et nous les réunissons 1 pour borner :∣∣∣∣ E
h,h′∼ρ2

[RDT (h, h′)−RDS (h, h′)]

∣∣∣∣ = disρ(DS , DT ).

On obtient alors la borne suivante.

Théorème 8. Pour tout domaine PS et PT (de mar-
ginale respective DS et DT ) sur X × Y , et pour tout
ensemble H, pour toute distribution π sur H, pour tout
δ ∈ (0, 1], avec une probabilité d’au moins 1− δ sur le
choix de S1 ∼ (DS)m1 , S2 ∼ (DS)m2 , et T ∼ (DT )m

′
,

1. Si −c′1 ≤ a1 − b1 ≤ c1 et −c′2 ≤ a2 − b2 ≤ c2, alors
−(c′1 + c′2) ≤ (a1 − a2)− (b1 − b2) ≤ c′1 + c′2.

pour toute distribution posterior ρ sure H, on a :

RPT (Gρ)−RPT (Gρ∗T ) ≤ RS(Gρ)+disρ(S, T ) + λρ

+

√
2

m1

[
KL(ρ‖π)+ln

8
√
m1

δ

]

+

√
2

m2

[
KL(ρ‖π)+ln

8
√
m2

δ

]

+

√√√√ 2

m′

[
KL(ρ‖π)+ln

4
√
m′

δ

]
.

où λρ
def
= RDT (Gρ, Gρ∗T ) + RDS (Gρ, Gρ∗T ).

Démonstration. Le résultat est directement obtenu en
insérant les ths. 6, 7 (avec δ := δ

2 ) dans Th. 4.

Quelques outils

Théorème 9 (Inégalité de Markov). Soit Z une va-
riable aléatoire et ε ≥ 0, alors :

P (|Z| ≥ ε) ≤ E (|Z|)/ε.

Théorème 10 (Inégalité de Jensen). Soit X une va-
riable aléatoire réelle intégrable et g(·) convexe, alors :

g(E [Z]) ≤ E [g(Z)].

Lemme 1 (des inégalités (1) et (2) de [Mau04]). Soit
m ≥ 8, soit X = (X1, . . . , Xm) un vecteur i.i.d. de
variables aléatoires, 0 ≤ Xi ≤ 1. Alors :

√
m ≤ E exp(mkl( 1

m

∑n
i=1Xi

∥∥E [Xi])) ≤ 2
√
m,

où kl(a‖b) = a ln a
b + (1− a) ln 1−a

1−b .
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