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Preuve détaillée du Théoreme [3l

Nous rappelons le th.

Théoréme 3. Pour toutes marginales Dg et Dy sur
X, pour tout espace d’hypothéses H, pour toute distri-
bution prior w sur H, pour tout 6 € (0,1], avec une
probabilité d’au moins 1—0 sur le choix de SxT ~
(Dg XDT)"’/, pour toute distribution p sur H, on a,

dis,(Ds, Dr)

2«

2KL(p||m)+1In 2
1—e 2

m X «

< dis, (S, T)+ +1| -1,

ou dis, (S, T') est le désaccord empirique.

Démonstration. Tout d’abord, nous bornons :

dYV = E

h,h’f\/pz

[RDS (h7 h/) - RDT (h, h/)] :

Pour cela, nous considérons un classifieur “abstrait”
7 def o . . . . ~
h = (h,h') € H? choisi selon une distribution p,

telle que p(h) = p(h)p(h'). Notons qu’avec #(h) =
m(h)m(h'), on obtient KL(p||#) = 2KL(p||7). En effet :

L p(h)p(h')
KL(p|#) = hthNpg In w(h)w(h')
_ p(h) p(R')
=, rm TR, )
_ (h) _
= 2h]r:«3p In ) 2KL(p||7). (8)

Nous définissons la fonction perte “abstraite” de h sur
une paire d’exemples (x*,x") ~ (Dg X Dr) par :

P oty der L Goa (A(X°), W (%)) — &y, ((x"), I (x"))

oy (h,x*,x") 5

Le risque “abstrait” de h sur la distribution jointe est
4 3 . (1) A 7 s t
défini par : Ry (h) = xs~EDS xtPDT Ly (hy x5, x1).
Ainsi, le risque du classifieur de Gibbs associé a cette

perte est :

Rita(Go) = B RG) ()
~p

Les versions empiriques de ces deux quantités sont :
1) 3, — S t
RSXT(h') - E Ed(l)(h7x y X )a

et

Puis que £;a) retourne des valeurs entre [0, 1], on peut
borner RggXT(Gﬁ) en suivant le principe de la preuve
du th. 2 (avec ¢ = 2«). Pour ce faire, nous définissons

la fonction convexe
F(p) = —In[l — (1 —exp(—2a))p|

et nous considérons la variable aléatoire non négative
suivante :
1 7 1 7
E em(]-'(joéxT(h))—QaR(SX)T(h)).
h~p
Nous appliquons ensuite 'inégalité de Markov (voir le

th. E[) Pour tout § € (0, 1], avec une probabilité d’au
moins 1 — ¢ sur le choix de ST ~ (Dgxr)™, on a :

E e[m(f(RgéxT(fz))—2ocRng)T(ﬁ))]
h~p

E B o[ (P () -2aR0)]
h~p



En prenant le logarithme de chaque coté de 'inégalité,
pour tout § € (0,1], avec une probabilité d’au moins
1 — § sur le choix de SXT ~ (Dsyxr)™, et pour toute
distribution posterior p, on a :

(”))]

In [ E ﬁ(@) e
h~p p(h)

z(]-'(RgéxT (h))—2a RS,

Ona:
2KL(p||m) + In

1 1
F(Rp),,(Gp) < 20RG(Gp) + ==
1
1 1 2aR(X (Gs)+ 2KL(/7H1:)+lng
& RY) (G, < = [1_ ~ (20 (G ZELI S

puis I'inégalité 1 —e™" < z, donne :

W W
< E em(J-'(RDSXT(h)) 2aRSXT(h))] ' 2KL(p||7) +In X
e B 6 o ol KL 1]
Le choix de /" implique : Ainsi, puisque d®) = 2R(1) -(Gj5) — 1, on obtient une
m<;(Rg) (;L))_QQR(SUT(};)) borne sur d*) A partir de son estimation empirique
SXT X
SXTN(%SxT)m ;Ef) © (notée at!) r), Nous obtenons donc avec une probabilité
g T @ @y 2many (i d’au moins 1 — % sur le choix de S X T ~ (Dg x D)™,
fomp SXT~ (D)™ d® 41 200 dV . +1  2KL(p||7) + In }
R ST Z (R () = )2 7 S1_cm 2 m x 2a ’
7f1~ﬁ SXTN(DSXT ) ST oo
: 2) def
mFRY (b . - mek ok Ensuite, nous bornons d
=B e Z (%) (RS ()" (1 = Ry ()" e ZhE . [Ros(h 1) = Rpg(h,1Y)] en utilisant la
~ k=0 h~p
FRD () W . W . méme méthode :
=Ee"" sk ) (RS2 (R)e ™) (1 — R (h)™ ™
et Z sl VU= Bor W)™ o 1y 20 ldg?i P41, 2KL(p|) +In
m . . qm 2 —1—e 2 2 m X 2«
:AE }_<RDS T<h)) [REIQT(h)672a + (1 . REQT(h))]
h~p
B pE . Notons que |[dP| = |d®| = dis,(Ds, D7) et
i d) | = |d3) o] = dis,(S,T). Ainsi, la borne sur
= 1. dis,(Ds, Dr) est obtenue en prenant le maximum de
la borne sur dV) et de la borne d®. Finalement en ap-
Ona: pliquant la borne de 'union, avec une probabilité d’au
(A) moins 1 —§ sur le choix de S x T ~ (Dg x Dr)™, on a
w(h m(]—'( RY  (h))—2aRY) (ﬁ))} 1
In| E e Psxr ST <In-. 2
E — < dD|+1 a 2KL(p||7) +1In 5
h~p p(h) 0 | 2' < T Id‘sl”|+1+—mxa 5

On insere KL(p||7) dans la partie gauche de I'inégalité
précédente et on trouve une borne inférieure en appli-
quant deux fois I'inégalité de Jensen (voir th. : tout
d’abord sur la fonction logarithme (concave), puis sur
la fonction convexe F. On obtient :

1)

7r(h) m<]:(R(1> (h))—2aRS),

th p iL)

= In [
h~p

> B m (f(Rg;XT@)) —2aRY).
~p

(h)) = 2KL(p|}m)
> mF(E RS _(h)—2maE RY.(h) -
h~p th

1 1
R, 2maR{)(G) — 2KL(p||).

In (h)>

(1)
m F( RDSXT

il))_2O‘RES‘1><)T(ﬁ)):| _ 2KL(p||7T)

1)

SXT 2KL(pl|m)

= mF( (Gp)) =

O

Bornes PAC-Bayésienne si m # m/

Nous rappelons tout d’abord la borne PAC-
Bayésienne proposée par [McAQ3], énoncée sans terme
de contrdle du compromis complexité/risque.

Théoréme 6 ([McAO03]). Pour tout Pg sur X XY,
pour tout ensemble H, et pour toute distribution prior
7 sur H, pour tout § € (0,1], avec une probabilité d’au
moins 1 — 0 sur le choix de S ~ (Pg)™, pour toute
distribution posterior p sure H, on a

2/m
|

Rp, (Gy) - Rs(Gy) <\/ 2 [Kum ™)+In

|



Nous pouvons maintenant prouver la borne de
consistance suivante pour dis,(Dg,Dr), pour le cas
m#m.

Théoréme 7. Pour toute distribution marginale Dg
et D sur X, pour tout ensemble H, pour toute dis-
tribution prior m sur H, pour tout § € (0,1], avec une
probabilité d’au moins 1 —0 sur le choiz de S ~ (Dg)™
et T ~ (DT)m/, pour toute distribution posterior p sur
H, on a:

dis,(Dg,Dr)—dis, (S, T)‘ < \/7721|:2KL(p||7r)_|_1n 4\%}

0

+

2KL(p||7)+1n 3

m/

4@]

Démonstration. Considérons la variable aléatoire non
négative :

B exp (5 (Rpg(h 1) = Rs(h,1)?).
h,h!~7 2

On applique l'inégalité de Markov (voir th. E[), pour
tout § € (0, 1], avec une probabilité d’au moins 1 — ¢
sur le choix de S ~ (Dg)™, on a :

E o3 @Eog(hn)—Rs(hn)?)
h,h! ~m2

<L g E o2 (Rog (i) —Rs(h.1)?)
T 0 S~(Dg)™ h,h!~m2

En prenant le logarithme de chaque coté de cette
inégalité, pour tout & € (0, 1], avec une probabilité d’au
moins 1 — § sur le choix S ~ (Dg)™ et pour toute dis-
tribution p, on a :

w| B PR (g -mstn))?)
hh'~p2 T (h)T(R')

<1

ns E E e(%(RDS(hvh,)*Rs(h,h’))Q) .
0 S~(Ds)™ h,h/~r2

Puis que In(-) est une fonction concave, on applique
linégalité de Jensen (voir th. . Ainsi, pour tout § €
(0, 1], avec une probabilité d’au moins 1 — ¢ sur le choix
S ~ (Dg)™ et pour toute distribution p, on a :

o | 2B (2 (o (1) -Rs(hh))?)
h,h! o p? w(h)m(h')

<1

Al R E (3 @Eps(hh)=Rs(hh))?)|
0 S~(Dg)™ h,h!~m2

D’apres les propriétés de la KL-divergence (éq. ), on

a: p(h)p()
w(h)m(h')

In = 2KL(p||7).

E
h,h’~p2

Ainsi :

h)mw(h
E In [”()”(,)} = —9KL(p||n).
nwepr [ p(h)p(W)
Pour tout ¢ € (0, 1], avec une probabilité d’au moins
1—4¢ sur le choix S ~ (Dg)™ et pour toute distribution
p,ona:

—2KL E
(pllm) +,

Np2

(5 (Bos (b h') = Rs(h, 1))?)

<1

ni- E e(%(RDs(h’h/)*RS(hvh'))Q) .
0 S~(Ds)™ h,h!~r2

. Puisque 2(a—b)? est une fonction convexe, on applique

encore une fois l'inégalité de Jensen :

(h’hE”ﬂz (Rps (h, ) — Rs (h, h/)>>2

< E (Rps(h,h") — Rs(h,1))%
h,h’~p2

Donc pour tout § € (0,1], avec une probabilité d’au
moins 1 — ¢ sur le choix S ~ (Dg)™ et pour toute
distribution p, on a :

2
E Rp,(h,h)— E Rg(h N
m<h7h’~p2 D5, 1) h,h!~p? s(h, ))

1
< 2KL In{- E E
< 2KL(pl|7) + In [mwm DE

Il ne reste plus qu’a borner :

nl- E E o3 @®pg(hh)=Rs(h,n))?)|
0 S~(Dg)™ h,h!~m2

Ona:

E E % Rpg(hh)=Rs(h.h")?
S~ (Dg)™ h,h! ~72

e % (Bpg(h,h')=Rs(h,h")? (9)
(10)

(11)

E E
h,h/~m2 S~ (Dg)™
o3 KU(Rpg (h,h")| R (h,h'))

IN

E E
h,h/~m2 S~(Dg)™

< Vm.

La ligne @ provient de 'indépendance entre Dg et p.
L’inégalité 2(q — p)? < ki(q||p) pour tout p,q € [0,1]
implique la ligne . La derniere ligne est due au
lemme de Maurer (voir lem. [I).

Ainsi, pour tout 6 € (0,1], avec une probabilité d’au
moins 1 — § sur le choix S ~ (Dg)™ et pour toute

e(T;(Rpsm,h’)—Rs(h,h’))Z)] .



distribution p, on a :

2
m
— E N — E
2 (h,h/~p2 Rps (h, 1) !~ Rs(h h)>
< 2KL(p||7) + In 2 5m
2
E E
(B, Fosu) = B Rshi)
2 m
< — |2KL |
2 [l + 12"
E h, b’ E h.h'
| B Ront) = BRI

< \/i [2KL(p|7r) +In Wf]

En suivant le méme principe de preuve, on borne

(12)

E R h,h E Rr(h, R
e Dy (h h) — i r(h, h')| .

Pour tout 6 € (0, 1], avec une probabilité d’au moins
1—0 sur le choix S ~ (Dg)™ et pour toute distribution

p,ona:
E Rp.(h,h)— E Rp(h, W
h,h!~p2 DT( ’ ) h,h!~p2 T( ’ )
owm/
< KL(p||7) + In 57” ] . (13)

On remplace § par g dans les Inégalités et .
Puis en appliquant la borne de l'union, les deux
résultats sont vrais simultanément avec une probabilité
d’au moins 1 — 4, et nous les réunissonsﬂ pour borner :

th [EDT(h,h/)—BDS(h, h/)]' = diSp(Ds,DT).
, /sz
O

On obtient alors la borne suivante.

Théoréme 8. Pour tout domaine Ps et Pr (de mar-
ginale respective Dg et D) sur X XY, et pour tout
ensemble H, pour toute distribution m sur H, pour tout
0 € (0,1], avec une probabilité d’au moins 1 — & sur le

choiz de Sy ~ (Dg)™, Sy ~ (Ds)™, et T ~ (Dp)™,

1. Si —¢f < a1 —b1 < c1 et —c4 < az — by < ca, alors
—(c] + ) < (a1 —a2) — (b1 —b2) < ) +ch.

pour toute distribution posterior p sure H, on a :

Rp.(Gp) = Bp (Gpy) Gp)+disy (S, T) +
5 .
+\/ KL(p||7) —Hn Al
mi 1)
2 8/mz |
1/ — |KL(pl|m) +1n 22
mo ) ]
/|
4| — |KL(p[|7)+In 5m .

ot A, = Rp,(Gp, Gpz) + Rpg(Gp,Gpz).

Démonstration. Le résultat est dlrectement obtenu en
insérant les ths. EI, I (avec § := ) dans Th. 4. O

Quelques outils

Théoreme 9 (Inégalité de Markov). Soit Z une va-

riable aléatoire et € > 0, alors :

P(|Z] = ¢) <E (|Z])/e.

Théoreme 10 (Inégalité de Jensen). Soit X une va-
riable aléatoire réelle intégrable et g(-) convexe, alors :

9(E [Z]) <E [9(2)].

Lemme 1 (des inégalités (1) et (2) de [Mau04]). Soit
m > 8, soit X = (Xq,...,X,) un vecteur i.i.d. de
variables aléatoires, 0 < X; < 1. Alors :

vm < E exp(mkl(L 37 Xi||E [Xi) < 2v/m,

ot kl(allb) = aln ¢ 4 (1
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