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Résumé

Nous étudions dans cet article les propriétés de sta-
bilité et les performances de généralisation de 'algo-
rithme des moindres carrés régularisés dans un espace
de Hilbert séparable & noyau reproduisant (EHNR)
dans le cas de noyaux a valeurs opérateurs. Ces noyaux,
aussi connus sous le nom de noyaux multi-taches,
sont adaptés a des probléemes d’apprentissage a sor-
tie non scalaire, tels que I'apprentissage multi-taches
et la prédiction structurée. Notre résultat principal est
une preuve de la stabilité uniforme de I'algorithme de
régression a noyau multi-tadches pour des sorties dans
un espace de Hilbert. Bien que des similitudes avec
le cas scalaire existent, des difficultés inhérentes a la
dimension infinie de l’espace de sortie apparaissent.
Notre preuve apporte des solutions a ces difficultés,
tout en mettant 'accent sur les hypotheses du noyau
que nous avons choisies les plus faibles possibles. L uti-
lisation de la stabilité uniforme ainsi obtenue permet
de déduire la consistance de l’algorithme méme avec
des noyaux opérateurs non Hilbert-Schmidt *.

Mots-clef : régression par moindres carrés régularisés,
EHNR, noyaux a valeurs opérateurs, stabilité, consis-
tance, apprentissage multi-taches.

1 Introduction

Un des objectifs principaux de la théorie de l'ap-
prentissage est ’étude des propriétés de généralisation
des algorithmes proposés dans ce domaine. Depuis les
travaux fondateurs de Vapnik et Chervonenkis [VCT71],
le domaine de I’apprentissage automatique a connu un
développement constant dans ces aspects théoriques.
Un grand nombre d’outils congus en ce sens ont été

1. Pour la définition d’un noyau dit Hilbert-Schmidt, voir la
définiton 2.1.

appliqués avec succes pour analyser des algorithmes
d’apprentissage de fonctions & valeurs scalaires (com-
prenant la classification et la régression). Parmi eux,
la notion de la stabilité d’'un algorithme, c’est-a-dire
la maniére dont la variation des données d’apprentis-
sage influence le résultat, s’est montrée efficace pour
trouver des bornes de généralisation qui dépendent des
propriétés algorithmiques de la méthode d’apprentis-
sage ([BEO1], [EEPO05]).

Depuis quelques années, un intérét croissant est
porté a lapprentissage de fonctions a valeurs vecto-
rielles [MPO05] (ou & valeurs dans un espace de Hil-
bert plus généralement). Cet intérét est a I’origine d’un
effort considérable consacré au développement d’algo-
rithmes pour des problématiques d’apprentissage a sor-
tie non scalaire, telles que 'apprentissage multi-taches
et la prédiction structurée ([Car97], [BHST07]). Bien
que des avancées considérables aient été faites dans ce
sens, I’étude des propriétés de généralisation de ces al-
gorithmes s’est limitée aux cas linéaires et de dimen-
sion finie [Mau06]. Le seul travail a notre connaissance
qui présente des résultats théoriques sur les bornes de
généralisation dans un contexte non linéaire et pour
des espaces de sortie de dimension infinie est celui
de Caponetto et De Vito [CV06]. Les auteurs ont
fourni des bornes de généralisation pour ’algorithme
de régression par moindres carrés régularisés dans le
cas ou l'espace d’hypothéses est un espace de Hilbert
a noyau reproduisant (EHNR) séparable. Il est impor-
tant de noter que, contrairement au cadre d’appren-
tissage mono-tache?, le noyau est une fonction a va-
leurs opérateurs ® définie-positive. L’opérateur a I’avan-
tage de donner la possibilité de prendre en compte
les dépendances entre les taches, et ainsi de permettre
d’étendre les méthodes d’apprentissage multi-taches au
contexte non-linéaire [EMPO5].

2. c.-a.-d apprentissage de fonctions a valeurs scalaires.
3. Le noyau est a valeurs matricielles dans le cas ou 'espace
de sortie est de dimension finie.
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Les taux de convergence proposés par [CV06], op-
timaux dans le cas d’un espace de sortie de dimen-
sion finie, requiérent des hypotheéses sur le noyau qui
peuvent étre contraignantes dans le cas de la dimen-
sion infinie. En effet, leur preuve nécessite que le noyau
a valeurs opérateurs soit Hilbert-Schmidt, ce qui res-
treint 'utilisation de ce résultat. Pour illustrer ce point,
soit K (-,-) = k(-,-)Id le noyau a valeurs opérateurs
construit a partir de I'opérateur identité, ou k est un
noyau a valeurs scalaires. Ce noyau K, utilisé dans le
contexte de la prédiction structurée [BDBS11] et de
I’apprentissage a noyaux de distributions de probabi-
lité [GLB'12], ne vérifie pas ’hypothese de Hilbert-
Schmidt, et par conséquent le résultat de [CV06] ne
peut pas étre utilisé dans ce cas (voir équation (2.2)
pour plus de détails). Il est aussi important de noter
que leur analyse est plus centrée sur la complexité de
I’espace d’hypotheses que sur les propriétés de 1'algo-
rithme.

Le présent article a pour objectif de remédier & ces
limitations. Plus précisément, nous nous intéresserons
a la stabilité uniforme de l'algorithme des moindres
carrés régularisés quand la sortie est un espace de Hil-
bert séparable, pouvant étre de dimension infinie, et
nous fournirons un majorant de [, le coeflicient de sta-
bilité, dont nous déduirons la consistance de son esti-
mateur grace a un résultat de [BEO1]. Nous nous at-
tacherons & utiliser les hypotheéses les plus faibles pos-
sibles sur K.

Le reste du papier est organisé comme suit. La
Section 2 présente l'algorithme de moindres carrés
régularisés dans le cas des EHNR munis de noyaux a
valeurs opérateurs, puis détaille notre principale contri-
bution, & savoir la stabilité uniforme de ’algorithme
des moindres carrés régularisés avec des noyaux a va-
leurs opérateurs. La Section 3 contient la preuve des
résultats de la Section 2. Pour finir, la Section 4
présente la conclusion et les perspectives du présent
article.

2 Résultat principal

Pour commencer, introduisons les notations que nous
utiliserons par la suite. Soit (€2, F,P) un espace proba-
bilisé, X un espace polonais, ) un espace de Hilbert
séparable, H un espace de Hilbert a Noyau Reprodui-
sant (EHNR) séparable C Y (I’ensemble des fonctions
de X & valeurs dans ), K son noyau hermitien posi-
tif et L(Y) lespace des endomorphismes de Y muni
de la norme d’opérateur. Soit A > 0 un nombre réel,

(X1, Y1), .oor, (X, Yin) m copies i.i.d. du couple de va-
riables aléatoires (X,Y") qui suit la distribution incon-
nue D.

Du point de vue de lapprentissage, on notera
Z = {(x1,y1); -+, (X, Ym )} une réalisation de m co-
pies i.i.d. de (X,Y) qui constituera les données d’en-
trainement, Z,, = Z U (z,y) \ (2i,y;) D'ensemble
Z ou lon a remplacé le couple (z;,y;) par une
autre réalisation de (X,Y’) indépendante de toutes les
précédentes (x,y). Le risque empirique des moindres
carrés de la fonction f obtenu a partir des données Z
s’écrit

1 m
Remp f7 EZ Hyk - l‘k ||y7
k=1

et la version régularisée du susdit risque est donnée par

Rreg(f. Z) = Remp(f, Z) + A f1I3-

On appellera

fZ = argminRrag(f7 Z)7 (21)

feHr

la fonction minimisant le risque régularisé dans 1'es-
pace H.

Rappelons la définition du noyau d’'un EHNR #H
quand ) est de dimension infinie.

Définition 2.1 L’application K : X x X — L(Y)
est le noyau hermitien défini-positif du EHNR H si et
seulement si :

(i) Ve e X, K(.,z) € H,
(it) Vf € H,Ve € X, Vy € ),

<f(33),y>y = <f7K(7I)y>7-[ )

(’LZZ) VScl,l‘g S X, K($1,$2) = K(.ZEQ,IEl)* S L(y),
(iv) Vn > 1, V(x;,i € {1.n}), (2}, € {1l.n}) € X",
V(yi i € {1.n}), (y,i € {1.n}) € Y,

n

D (K

k=0

o T ) ks K (4 20)yp) 5 2 0.

(i) et (ii) définissent un noyau reproduisant, (iii) her-
mitien, (iv) défini-positif.

De plus, on dira qu’un tel noyau est Hilbert-Schmidt
si et seulement siVr € X, 3(y;)ien une base de Y telle

que Tr(K (x,x)) = >, cn (K (2, 2)yi, Yi)qy < 00.

Dans la suite, pour parer aux probléemes de mesura-
bilité, on supposera que, Vy1,y2 € )V, 'application :
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XXX —R
(xlaxQ) = <K($1,$2)y1»y1>y,

est mesurable. Avec le fait que H est séparable, cette
hypotheése permet de montrer que toutes les fonctions
utilisées dans cet article sont mesurables (pour plus de
détails, voir [CV06]).

On appellera algorithme des moindres carrés
régularisés (MCR) I'application :
U@xy)r—n
neN
Z [z,

ou l'on rappelle que fz réalise le minimum du
risque empirique des moindres carrés régularisés (voir
équation (2.1)). Cette définition a un sens car dans
le cas du MCR fz existe. Pour la preuve de cette
existence, ainsi que l’étude d’autres propriétés du
MCR dans le cas des noyaux a valeurs opérateurs,
nous suggérons la lecture de [EMP05], [KDPT10] et
[KRPT11].

Rappelons maintenant la définition de la stabilité
uniforme.

Définition 2.2 Un algorithme Z — gz est dit 3 uni-
formément stable si et seulement si VYm < 1, V1 <i <
m, pour presque tout Z une réalisation de m copies
i.i.d. de (X,Y), pour presque tout (z,y) € X x Y une
réalisation de (X,Y) indépendante de Z,

lly — 9z2@)5 = ly — 9z: ,@)[3] < 5,
ot Z;y =ZU(z,y)\ (5, v:)-

Comme il n’est question que de stabilité uniforme
dans cet article, on utilisera l'appellation [ stable
comme abréviation de S uniformément stable dans la
suite.

Remarquons que la (-stabilité est en fait une
inégalité presque sure des variations de [|Y — fz(X)][3,.
La premiere hypotheése dont nous avons besoin pour
notre résultat concerne cette norme.

Hypothése 2.1 3C > 0 tel que |Y — fz(X)|ly < C
Pp.S.

Deux remarques découlent de cette hypothese.
D’abord, on peut déduire immédiatement de cette hy-
pothese que le MCR est S-stable avec § = 2C. Mais ce
5 ne dépend d’aucun parameétre du modele, a fortiori de
la taille de I’espace d’entrainement. Le but ici est d’ob-
tenir I’expression explicite des dépendances de 3 avec
les autres paramétres, et tel que lim,, , S(m) = 0,

ce qui correspond au fait que le MCR devient de plus
stable avec ’accroissement de I’espace d’entrainement.
Cette propriété permettra de prouver la consistance du
MCR au travers d’un résultat de [BEO1].

La seconde remarque est que la vérification dans un
cas concret de cette hypothese peut étre difficile. En
fait, dans le cadre de la § stabilité, on utilise plus sou-
vent I’hypothése suivante.

Hypothese 2.2 3C, > 0 tel que [|Y|y < Cy p.s.

Méme si le lien entre ces deux hypothéses n’est pas
évident, nous allons montrer que, a l’aide de I’hy-
pothese 2.3 faite sur le noyau, I’hypothese 2.2 implique
I’hypothese 2.1. Pour la preuve, nous renvoyons le lec-
teur au Lemme 3.1 et son Corollaire 3.2. Remarquons
qu’une hypothese similaire a 2.2 est utilisée dans le
cas scalaire pour montrer la f stabilité (voir [BEO1],
[Pre07]).

Passons maintenant a I’hypotheése concernant le
noyau K.

Hypotheése 2.3 3k > 0 tel que Vo € X,
1K (2, 2)[lop < 2,

K
o I @ 2yl

vey  lully
d’opérateur de K(x,x) sur L(Y).

ot ||K(x,x)|op est la morme

Une telle hypothese est nécessaire car si ’espace H
est trop général, on ne peut déduire de propriété sur f
qui réalise le minimum du risque sur H. Il est important
de noter que cette hypothese est plus faible que celle
utilisée dans [CV06], ou l'on suppose que le noyau K
est Hilbert-Schmidt et que sup,cr Tr(K(z,x)) < +00.
Alors que ces hypotheéses sont équivalentes si dim ) <
400, ce n’est plus le cas en dimension infinie. Ainsi
leurs bornes de généralisation ne s’appliquent pas aux
noyaux a valeurs opérateurs non Hilbert-Schmidt en
dimension infinie des exemples ci-apres, bien que ceux-
ci apparaissent dans la littérature.

Exemple 1 Opérateur identité. Soit ¢ > 0, d € N*.En
prenant X = R, I le morphisme identitaire dans
L(Y), et K(x,t) = exp(—c|lz —t||3) x I, on a

1K (2, 2)lop = [[]lop =1

Tr(K(z,x)) =Tr(l) = 4o0.

De facon générale, c’est également le cas pour les
noyauzr du type K(x,t) = k(z,t)I, ou k est un
noyau a valeurs scalaires défini positif. De tels noyaux
sont wutilisés dans le cadre de la prédiction struc-

turée [BDBS11], et de Uapprentissage d noyau de dis-
tribution de probabilité [GLBT 12].

(2.2)
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Exemple 2 Opérateur multiplication. Soit k un noyau
a valeurs scalaires défini positif, T un intervalle de R
et C > 0.

En prenant f € {g€ L>®(Z,R),|9llcc <C},
Y = L*(Z,R), et soit K le noyau, construit a partir de
Uopérateur de multiplication, défini de la maniére sui-
vante : K(z,2)y(.) = k(x,2)f2()y(.) € Y. Ce type de
noyau est utilisé dans le cas de la régression fonction-
nelle non linéaire [KDPY 10]. Mais bien que K vérifie
toujours Uhypothése 2.3, il est difficile de vérifier que
K est Hilbert-Schmidt, propriété qui dépend du choiz
de f. Ainsi, pour f(t) = & (exp(—t?) + 1),

1K (, 2)]lop < C2k(x, @)
Tr(K(z,z)) =Y (K(z,2)yi,y:)

iEN (2.3)

C
> k(e,2)5 3 Iill3 = oo.
i€N

Voici maintenant le résultat principal de cet article.
Théoréme 1 Sous les hypothéses 2.3 et 2.1, le MCR
avec moyau 4 valeurs opérateurs est 3 stable avec
5= 8C?K2
omA

Comme annoncé précédemment, 8 = O(L). Cette
propriété permet de déduire le corollaire suivant,
qui est principalement une application d’un résultat
de [BEO1] au théoréme précédent.

Corollaire 2.3 Sous les hypothéses 2.3 et 2.1,
L’estimateur obtenu par le MCR est consis-

tant. Plus précisément, on a Ym > 1

P (|Remp(f2, 2) = E(|Y = f2(X)|3)] > € + B)

m 2\
< 2exp

2 8C2K2 + m) ‘

3 Preuve

Dans cette section, nous allons montrer les résultats
énoncés dans la section 2. Pour commencer nous al-
lons prouver que les hypotheses 2.2 et 2.3 impliquent
I’hypothese 2.1.

Lemme 3.1 Sous l’hypothése 2.2, 3Cy = \CF; > 0 tel

que VZ, ¥(x,y) € X x Y une réalisation de (X,Y)
indépendante de Z, || fz|l3 < Cy et || fzi [l < Cy.

PREUVE : Pour prouver cette inégalité, l'astuce est de
remarquer que puisque H est un espace vectoriel, 0 €
H, et

)‘HfZHgi < Rreg(fZaZ) < RT'eg(Oa Z)
1 m
< = 2
<= el
k=1
2
<c2,

ou dans la premiere ligne on a utilisé le fait que fz mi-

nimise le risque régularisé, puis en deuxieme ligne on

a explicité Rye4(0,2Z), et on conclut en utilisant I'hy-
c

potheése 2.2. L’inégalité obtenue ||fz]|# < & est bien

uniforme en Z. La preuve est la méme pour fz: en
T,y
. ’ . X 1/
considérant cette fois Rycq (fzi,y’ Zyy) O

Le corollaire suivant utilise la propriété reprodui-
sante du noyau K et I’hypothese 2.3 pour obtenir le
résultat.

Corollaire 3.2 3C = (”Cy

A JrCy) > 0 tel que |Y —
f2(X)lly <C ps.

PREUVE : Vz € X,

Ifz(@)|13 = (fz(2), fz(2))y,
= (K(2,2)fz, fz)%

< nzC?.

< 1K (@, 2)llop /213,

Puis on conclut en utilisant le fait que,

1Y = fz(X)lly < [Ylly + Ifz(X)]ly
< Cy + kCy,

i.e. ’hypothese 2.1. ]

Maintenant nous allons prouver le théoreme 1, en
utilisant une extension au cas de la dimension infinie
de la preuve du théoréme 12.3 de [SS02]. Notons que de
nombreuses différences avec le cas réel sont présentes.
Ainsi, le Lemme 12.7 de [SS02] n’est plus applicable, la
fonction coiit n’est plus lipschitzienne, et des manipula-
tions techniques sont nécessaire a partir de 1’équation
(3.5) pour terminer la preuve quand y n’est pas sca-
laire.

PREUVE :

Tout d’abord, remarquons que

lly = fz@)3 = lly = £z, (@)]3]
=lly = fz@)lly = lly = fz; ,(@)lly]

Xy = fz@)lyy +lly = fz:, @)yl
<20kl fz = fzi  In

(3.1)
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ou l'on a utilisé successivement la deuxiéme inégalité
triangulaire et les hypotheses 2.1 et 2.3.

Donc pour obtenir le résultat voulu, il suffit d’obtenir
une majoration sur ||fz — fz: |u-

Rappelons que dans le cas du MCR :

m

Vi Remp (£, 7) = = S0 Koz (fa(on) — ),
k=1

ou V représente le gradient par rapport a la variable f
(voir par exemple [Cia07] page 172 Théoréme 8.1-2 et
suite pour une définition du gradient dans ce cas).

Puisque fz minimise le risque R,.q4 pour Z, et fy:
z,y

pour Z! . on a par définition

z,y

O = vareg(fZ7 Z) = VfRemp(fZ7 Z) + 2)\fZ

i 3.2)
= vaemP(fZ;yya Zzy) + 2)‘fZ;y
On pose maintenant
R(f) = <VfRemp(fZ7 Z) - vaemp(fZ; aZ;,y)v
f=tfz,), +Nf = fz,
(3.3)

On a R(fz: y) = 0 par construction, et

va(f) = vaemp(fzv Z) - vaemp(fZ;)ya Z;,y)

+ 2)‘(f - fZ;’y)a
puis, en utilisant (3.2), on obtient

VR(fz) =0. (3.4)

_ Considérons I'application R : R — R définie par
R(t) = R(fz: , +t(fz = fz: ,))- De part sa définition,
R(t) € Rolt] et limy_, 4 o0 R(t) = limy o R(t) = +00.
Dot on déduit que R admet un minimum global au
point 1 en utilisant R(1) = R(fz) et (3.4). Donc

R(1) < R(0) = R(fz: ) = 0.

Etudions le produit scalaire qui apparait dans R(1):

m i
5 <vaemp(fZa Z) - VfRemp(fZ;Yyach,y)

7fZ - fZ;”>7—L
:i<K(-axj)(fz(l“j) —y;) — K(.,

j=1,j#i

z;)(fzi,(@5) = y;)

Sz =tz

+ (K () (fz(m:) = i) = K(,0)(fz: (@) ~ )
Jz=fz,),

= > (KCapfz@) = fo, @) fz = fn,)

+ (K@) (f2(0:) = ) = K(.a)(fz (@) )
7fZ - fZl’y>7-l
= [z, (x5), fz(x5) — fz;,y(%‘)>y

i f2() — fy ()

. f2(@) = fz2, (@)
> <fz(3?i) —Yi, fz(2:) — fz;,y(xi)>y

~(fz, (@) =y, f2(@) ~ f2:, (@)

TZ
(e
(s

.
D’otl, puisque R(1) <0,
0> (fz(a) =i fa(w) = Iz, (@)

~{fz;, @) =y, f2(0) — I, (@)

mA
+ 7||fz - fZ;'w”%-u

y

et

Pz = S Vo = (S @) = v 2@) — S @)

~ (f2(@) — v falw) = f2, ()
(3.5)
Le membre de droite de la précédente inégalité peut
étre réécrit de la maniere suivante :
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(fz2, @) = 9. $2(@) = f, (@)
= (@) =i f2(@) = Fy ()
= (F2(@) = v.f2() = Iz (@)
- <fz($i) —Yi, fz(x;) — fz;,y(ﬂﬁi)>y
—|\fz(x)  fz, (@)II3-

En combinant (3.5) avec (3.6), on obtient que

(3.6)

" h ~ faz, Vi
< (f2l@) =y, fa(@) = f2,,, (@)
- <fz($z‘) — Y, fz(z:) — fZ;,y(-Ti)>y

(3.7)

D’autre part, Vo € X,

1f2(x) = fz:, (@)]5

= (f2(@) = fz1, (@), f2(2) = [z (@)

= (K(0)(f2@) = fz,, @) fz = fz,).
= (KL V'(fz = fz ) fz = fz,).

/<J2Hfz — fzi, ”H’

y
(3.8)

ol l'on a utilisé 'hypothese 2.3 a la derniere ligne.
On obtient alors que

2

mA
7||fz —fzi lIn

< () = . £2(@) = i, (@)
= (faw) — v falw) = fu, ()

<2Ck|fz = fz: lIn,

ou l'on a utilisé (3.7) pour la premiere inégalité, et
I'inégalité de Cauchy Schwartz combinée avec (3.8)
pour la deuxieéme inégalité.

Au final, on obtient que

4Ck

— i < —
If2 =tz e < =5

D’oti, en utilisant (3.1), le MCR est S-stable avec

8C? K2
m\

8=

O

Le corollaire 2.3 est une conséquence immédiate du
théoréme suivant de [BEOL].

Théoréme 2 Soit Z — fz un algorithme [(-stable, qui
vérifie Uhypothése 2.1. Alors, Vm > 1,

P (|Remp(fz,Z) = E(IY = f2(X)[3)] > € + B)

<9 m &2

exp| ———=].
=L\ Ty st C

Comme le terme de droite de 'inégalité tend bien
vers 0 quand m tend vers +o0o, on en déduit la consis-
tance de fz.

4 Conclusion

Nous avons prouvé que le MCR est (-stable et que
son estimateur est consistant, méme dans le cas d’une
sortie de dimension infinie. L’utilisation d’hypothése
plus faible sur le noyau K, et notamment le fait qu’il
ne soit plus obligatoirement Hilbert-Schmidt, permet
d’utiliser d’autres noyaux que ceux étudiés par [CV06]
en dimension infinie.

Cependant, la question de I'optimalité de la borne
de généralisation en dimension infinie est toujours ou-
verte, et n’a pas été prouvée. Il est aussi intéressant
d’étudier la question de la B-stabilité d’autres algo-
rithmes, tels que la régression a vecteurs de support.
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